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Une équation différentielle est une équation dont I’inconnue est une fonction (que I’on note y ou z) et qui lie
cette fonction y et les dérivées successives de y. On peut noter qu’en physique un grand nombre de lois
s’écrivent sous forme d’égalités différentielles.

b
L y'=ay y=CeaX IL y'=ay+b y=CeaX-—
a

o y"+py'+qy=0

Méthode de résolution :
On associe a cette équation différentielle son équation caractéristique : r + pr + q = 0 dont les racines
r; et r, peuvent étre réelles ou complexes.

rx X
1% cas : ry et r, sont deux réels distincts alors : Y= Cle %4+ Cze 2

2°cas: r;=r,alors: y= erlx (C1X+C2)

3°cas: ry etr, sont deux nombres complexes.
y =™ (C cos(bx) + C,sin(bx))

(Enposantr;=a+ibetr,=a-ib)

1. y"-Sy'+6y=0

L'équation caractéristique est de la forme : r2- 5r + 6 = 0, elle admet pour solutions : r; =3 etr, = 2,
Nous sommes dans le premier cas de résolution, les solutions de I'équation différentielle sont définies par :
y=C; e™ + C, e ol C; et C, sont deux constantes décrivant chacune .

2. y"+2y'+5y=0
L'équation caractéristique est de la forme : r2 + 2r + 5 = 0, elle admet pour solutions deux nombres

complexes : r; = -1 + 2i et
r, = -1 - 2i. Nous sommes dans le troisiéme cas de résolution, les solutions de I'équation différentielle sont
definies par :

y =e¢™ (C; cos 2x + C, sin 2x) ou C; et C, sont deux constantes décrivant chacunej .

" ' - Alors une solution particuliére
IV. y" +py' + qy = f(x) Si f(x) = de y"+ py' + qy = f(x) est:

A  E— B

Acos(ax) —T— B cos(ax) + C sin(ax)

Asin(ax) ———» B cos(ax) + C sin(ax)

A T Be?*

V. Méthode de Lagrange (Variation de la constante)
Voir dossier spécifique
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VI. Equations différentielles du premier ordre de Bernouilli

d
Elles ont pour forme : d—y + f(X)y = g(X)yIl Methode : effectuer le changement de
X

1-
variable: U =Y "

1.  Vérifier si la fonction f est solution de I’équation différentielle (E) :

a. f(xX) = Erreur !+ b (E):y"+ Erreurly'=0 b. f(x) = k(1 + x)? (E):
(L +x)y =2y
e.fX)=ke*+ax+b  (E); y"+y'=0 d. f()=Ae® +Be®  (E): y"+5y'+6y=0

2.  Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :

a.xy =1 (avec x > 0) b.y' +x+sinx=0 . (x2+ 1)y =x d.2y +y=0
e.3y =y f.2y'+y-6=0 g. Erreur !=5 h. 2y +
y'=3

Ly =1-3y joy =x?+1 k. y"+sin(2x+3)=0 1L 2y"+e¥*2 =0

3.  Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.3y' -2y =0 et y(2) =¢? b.y' -2y=0 et y(-1)=-3
c. y'x2=1 et y(1)=3 dy+3y=0cetyl)=1
e.y'=cos3x et y(0)=1 f. y':x2+x+e'x et y(0)=-5

4.  Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :

ay'=1 b. y" =2x c.y'=2y
dy'+y=0 e.3y"+5y=0 fLy'"+y +y=0
g.y'-2y'-8y=0 h.y"+2y'-3y=0

5.  Résoudre les équations différentielles suivantes :

a.y" = 3y sachant que y(0) =1ety'(0) = -3 b. 4y" + 9y = 0 sachant que y(m) =2 ety'(n) =0
¢. y" =cos 2x sachant que y(0)=15ety'(0)=2 d.y" =4y sachantque y(0)=2ety'(0)=1
e.y"=0,5x + 1 +sin 2x sachantque y(0)=1ety'(0)=0 f.y" =e* sachantque y(1)=0ety'(1l)=0

6. a. Résoudre I'équation différentielle (E) : y" - 4y' + 4y = 0.
b. Déterminer la fonction f solution de (E) dont la courbe représentative passe par le point de
coordonnées (0,1) et admet en ce point une tangente parallele & I'axe des abscisses.

7. a. Résoudre I'équation différentielle (E) : y" - 6y' + 8y = 0.
b. Déterminer la fonction f solutions de (E) dont la courbe représentative passe par le point de
coordonnées (0,-1) et admet en ce point une tangente paralléle a I'axe des abscisses.
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1. a.0n pose y:f(x):3+b , on calcule ensuite : y'=_—;l et y”:z—g . On Vérifie ensuite : y"+3y'=2—2+£x_—2:0.
X X X X x> X X
La fonction f vérifie (E).
b. Si y=k(1+x) alors y'=2k(1+x) = (1 +x)y' =1+ x)2k(1+ x) = 2k(1+x)? =2y . La fonction f vérifie (E).
c.Si y=ke *+ax+b alors y'=-ke™ +a puis y"=ke™ et y"=—ke ™ .On vérifie: y"'+y"=—ke X +ke™* =0

La fonction f vérifie (E).

.Si y=Ae* +Be® alors y'=2Ae” +3Be™ = y"=4Ae®" +9Be® . On vérifie : y"+5y'+6y= +9Be™ + + + +
d.Si y=Ae? +BeMalors y'=2Ae% +3Be = y" = 4Ae? +9Be® . On vérifie : y*+5y-+6y=48” +9Be™ +5(206% +386%) +6( e +Be¥)
C’est-a-dire : y"+5y' + 6y = 20Ae? +30Be’ = 0 f ne vérifie pas(E).

e.Si y=(x?+4x+3)e™ alors y'=(2x+4)e™ +(x? +4x +3)(-e *) = (-x? =2x +1)e™*

y'=(=2x-2)e* +(-x2 —2x +1)(-e*) = (x2 —3)e™* , on vérifie ensuite :

y' 2y +y=(x2—3)e™ + 2((-x® —2x+1)e™) +(x2 + 4x +3)e™ =(x2 —3—2x2 —4x + 2+ x% +4x+3)e ™ =2¢™ La fonction f vérifie (E).

2. a. xy'=1= y'=l:y=lnx+c Equation différentielle du type y'=f(x) = y=jf(x)dx+C
X

b. y'+x+sinx=O:y'=—x—sinx:y=-%x2+cosx+C Equation différentielle du type y'=f(x) = y:.[f(x)dx+c

e. (@ +1)y=x=y'= 2X :>y'=122—X:y=lln(x2+l)+C Equation différentielle du type y'=f(x) = y=.|'f(x)dx+c
x*+1 2x°+1 2

d 2y'+y=0=y'= —%y: y=Ce2 Equation différentielle dutype I: y'=ay = y=Ce™

e. 3y=y'=>y=Ce™ Equation différentielle dutype I : y'=ay = y=Ce™

f. 2y'+y—6=03y'=%1y+63y=Ce%X+6 Equation différentielle dutype Il : y'=ay+b = y=Ce™-—
g y7I=5:> y'=5y=y=Ce™ Equation différentielle du type | y'=ay = y=Ce™
h~2y+y'=33)"=—2)'+33y=Ce'2X+% Equation différentielle dutype Il : y'=ay+b = y=CeaX—§
iy'=1-3y=y=Ce™ +% Equation différentielle dutype Il : y'=ay+b = y=Ce™ —g

j. y"=x2+l:y'=%x3+x+013y=11—2)("+%xz+clx+c2 Equation différentielle du type y'=f(x) = y=J'f(x)dx+C

k. y"+sin(2x+3)=0= y"=-sin(2x+3) =y’ :%cos(Zx +3)+C; =y =%sin(2x+ 3)+Cix+C,

Equation différentielle du type y"=f(x) = y=j(jf(x)dx)dx+c

1 2y"+e¥+2 +C >y= -%ehﬂ +Cx+C,

:Oéy..:7%e3x+2éy.:7%e3x+2

Equation différentielle du type y"=f(x) = y= I(If(x)dx)dx +C
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2 2 22 22
x4+

—x2 - — =X
3. a. Comme y(2)=e®> alorse’?=Ce3 =C=e3=y=e3e3 —y=e3 3

b. y'—2y=0=y'=2y=y=Ce?*. Commey(-1)=-3  alors -3=Ce2(™) = C=-3% = y = -3e%?* = y = -3e2**2

c. y‘x2:1:>y‘:i2:y:_—1+c. Commey(1) =3 anrsS:_T1+C:C:4:y=i+4
X X X

d. y+3y=0=y'=-3y=y=Ce ™, Comme y(1)=1 alors 1=Ce3® = c=e = y=ede F = y=e>H

e. y‘=cos3x:y=§sin3x+c Comme y(0)=1 alors l=%sin(0)+C:>C=l:y=%sin3x+1

1 1
f. y'=x2+x+e’x:y:%x3+%x2—e’x+c Comme y(0) = -5 alors—5=—e0+C:C=—4ay=§x3+Ex2-e"‘-4

4. a. y":lay':x+C1:>y=%x2+C1x+C2 b. y":2x:>y':x2+01:y=%x3+clx+c2

c. y"=2y'=y"-2y'=0 Equation caractéristique: r>—2r=0=>r =0et r, =2=>y = C;e®* + Cpe?* = y = C; + Cpe**

d. y"+y=0 Equation caractéristique : r2+1=0=>1 =i et r, =—i = y =e?*(C; cos X + C, Sin X) = y = C;cosx + C,sinx

e. 3y"+5y =0 Equation caractéristique : 3r’ +5=0=> n=i /% etr, = —i\/g =y =Cjcos E x+Cysin % X
1

+r+l=0=n= _21 +i§ etr, :_717i§:y —e 2 [Clcosgx+czsinng

g. y"—2y'-8y =0 Equation caractéristique : r>—2r—8=0=>pf =4 et 1, =—2 =y = C;e** + C,e¥

f. y"+y'+y=0 Equation caract.: r?

h. y"+2y'-3y =0 Equation caractéristique : r2+2r-3=0=>r =let r, =—3=>y = C;e* +Cpe™*

5. a y"=3y=y"-3y=0 Equation caractéristique : r>-3=0=nr=+3etr,=—y3=y=C V3% 4 e
1 2 1 2

y©0)=1=Cpe’+Ce’=1=C +C, =1 fix

Et =C =0etCy=1=>y=e
¥'(0)=-/3 =3Ce% —\3C,e% =—3=C,-C, =1

b. 4y"+9y =0 Equation caractéristique : 4r® +9=0= n= %i etr, = —%i =>y= Clcos%x +C2sin%x

y(:t)=23clcoss—2n+Czsin3—2n=2:Clx0+c2 x(-)=2=Cy=-2

Et 3 3 3 3 3 :y=-2§in§x
y'(n)=0:750lsin7n+zczcos7n:0:>7§Cl(71):0:>01:0

€. y"=c0s2x = y':%sin 2x+Cy :>y=-%cos2x+C1x+C2

y0)=1,5=> 7%005(0)+C1(0)+C2 :ga C, :z

Et 1 4:y=-%coslx+2x+%
y'(0)=2:>§sin(0)+C1=2:>Cl=2
32 2 2
d. y=§e2x+§e'zx e. y=x—+x—+3+1-lsin2x f. y=lezx-e—x+e—
4 4 12 2 2 4 4 2 4
6. a. y=(Cx+C,)e* b. y=(1-2x)e?*
7. a. y=Cpe® +Ce® b. y =e*X — 262
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